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Capitulo 1

Aritmetica y Algebra

En este capitulo trataremos algunos temas de algebra y aritmetica los
cuales son necesarios par poder entender los siguientes temas de la teoria de
nuimeros.

1.1. Valor absoluto

El valor absoluto de un nimero real es su valor numérico sin su signo,
sea este positivo (+) o negativo (—); es decir, su distancia al cero en la recta
numerica.

Definicién 1. 1 Formalmente el valor absoluto esta definido como:
a,sia>0ycomo —asia<0.En simbolos el valor absoluto de un niimero
a se puede poner como |al.

Ejemplos:
1. 1] =1.
2. |=2|=2.
3. 10| = 0.
4. | — 10| = 10.
5. 130] = 30.
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Propiedades:

1. |a] > 0, para todo a real.
2. |a| =0, siy solo si, a = 0.
3. |ab| = |al||b|, para todo a, b reales.

4. 1% = % para todo a, b reales.

Otras propiedades:
1. Ja+b| < |a| + |b], para todo a, b reales.(Desigualdad del tridangulo)
2. |a] <b,siysolosi, —b<a<hb.

3. la] > b,siysolosi,a>boa< —b.



Capitulo 2

Divisibilidad

2.1. Conceptos basicos

Uno de los conceptos necesarios para entender todo lo referente a la teoria
de numeros, es el concepto de divisibilidad, por eso veremos la siguiente
definicién:

Definicién 1. 2 Sean a y b dos niimeros enteros. Decimos que a divide a b
(lo que en simbolos es a|b) si existe un entero ¢ tal que b = ac.
Nota: a no divide a b lo podemos escribir en simbolos como a 1 b.

Nota:Cuando a # 0, a|b es equivalente a que g sea entero, ya que la
ecuacién b = ax cuando a # 0 tiene soluciéon unica la cual esta dada por
r = g (despejando x) por lo que existe un entero ¢ tal que b = ac, solamente

sl pasa ¢ = %, es decir solamente si g es entero.

Ejemplos:
1. 4/12 ya que 12 =4 - 3.
2. 516 ya que no existe un entero ¢ tal que 6 = 5c.
3. 2009]0 ya que 0 = 2009 - 0.
4. 0|0 ya que 0 =0-0.

5. 112009 ya que 2009 = 2009 - 1.
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Propiedades:

1. Para todo a entero se tiene que ala.

2. Si alb, entonces a|bc para todo entero c.

3. Para a y b enteros, alb si y solo si |al||b|

4. Si a|b con b # 0, entonces |a| < [b].

5. Si alby bla, entonces b = +a.

6. Si alby blc, entonces alc.

7. Sialby ale, entonces al(b+ c).

Definicién 1. 3 Si a y b son enteros, todo niimero que pueda expresarse de
la forma az + by (para x y y enteros) se llama combinacion lineal (entera)
de a y b.

Ejemplos:

1.

2.

3.

2 es combinacién lineal dea =1y b=0yaque2=a-2+b-0.
13 es combinacion lineal dea =2y b=3yaque 12=a-5+b- 1.

3 no es combinacién lineal de a = 2 y b = 4 ya que az + by para todo
entero x,y es multiplo de 2 (ya que 2 y 4 son multiplos de 2) y el
nimero 3 no lo es.

Teorema 1. 1 Si un ntmero divide a un conjunto de enteros, entonces di-
vide a cualquier combinacién lineal de los mismos, esto es, Si a|zy, alzs, . . ., a|z,,
entonces

al(crzy + coxe + ...+ cpy)

para cualesquiera enteros cy, co, . .., Cy.

Teorema 1. 2 (Algoritmo de la divisién) Sean a y b # 0 dos enteros.
Entonces existen enteros tnicos ¢ y r tales que a = bg+ 17y 0 < r < [b], si
a t bentonces r satisface las desigualdades mas fuertes 0 < r < [b|.
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Ejemplos:
1. a =5, b= 3. Usando el algoritmo de la division a =b- 1+ 2.
2. a=17,b=>5. Usando el algoritmo de la divisién a = b - 3 + 2.
3. a =20, b =4. Usando el algoritmo de la divisién a =b-5 + 0.
4. a =3, b= 18. Usando el algoritmo de la divisién a =b- 0+ 3.

5. a = —12, b= 7. Usando el algoritmo de la divisién a = b - (—2) + 2.

Definicién 1. 4 Un ntmero positivo se llama nimero primo si tiene exac-
tamente dos divisores positivos distintos. Un niimero mayor a 1 que no es
primo se denomina compuesto.

Teorema 1. 3 Todo nimero mayor a 1 es divisible por algin primo.

Teorema 1. 4 Todo nimero mayor que 1 puede escribirse como producto
de primos, es decir, un nimero n > 1 puede escribirse de la forma:

(62703

n=pipy*...po
donde cada p; es un primo.

Teorema 1. 5 (Teorema Fundamental de la Aritmetica) Todo niimero
se puede factorizar de manera tinica como producto de primos.

Teorema 1. 6 (Euclides) Hay una cantidad infinita de primos.

Ejercicios
Ejercicio 1. 1 Sea a # 1. Demuestrese la identidad

a” —1

l+a+ad’+...+a" ' =
a—1

Ejercicio 1. 2 Demuestrese la identidad:

n—2 n—3, 2

"=yt = (z—y) (@ 2" Py 2" a4y
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Ejercicio 1. 3 Demuestre que para todo n entero positivo impar se tiene
que:
1424+ (=1 +n|l"+2*+ .+ (n—1" +nF

Ejercicio 1. 4 Prueba que clax 4 by para todo x,y enteros, si y solo si, c|a
y clb.

Ejercicio 1. 5 Prueba que si a — c|ab + cd, entonces a — clad + be
Ejercicio 1. 6 Obtenga la factorizacién en primos de 89999.
Ejercicio 1. 7 Demostrar que el unico primo de la forma n* + 4 es 5.
Ejercicio 1. 8 Demuestra que:

1+$+$2+...+$9’1+I‘1111+SL’2222+...+1’9999

2.2. Maximo comun divisor

Un entero d es un divisor comun de a y b si d|a y d|b, Puesto que solamente
existe un nimero finito de divisores de cualquier entero distinto de cero,
solamente existe un nimero finito de divisores comunes de a y de b, excepto
el caso cuando a y b son cero.

Definicién 2. 5 Si por lo menos uno de a y b es distinto de cero, el mayor
entre sus divisores comunes (este existe ya que el nimero de divisores co-

munes es finito) se llama Maximo Comin Divisor de a y b y se denota por
(a,b).

Notemos que (a,b) > 1 ya que 1|n para todo n entero.

Propiedades:

1. (a,1) = (a,—1) = 1, para todo entero a

2. (a,a) = a para todo a # 0 entero.
3. (a,0) = a para todo a # 0 entero.
4. (a,b)=(b, a).
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5. (a,b) = (a,b— a).
Teorema 2. 7 Sia=bg+r con 0 <r <bentonces (a,b) = (r,b).

Teorema 2. 8 Sean a y b enteros no ambos cero y considerese los niimeros
positivos de la forma ax + by, sea d el menor de los nimeros de esta forma
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